Capitulo 2

Aplicaciones lineales y endormorfismos

1. ;Por qué?

El concepto de endomorfismo va a ser de una importancia fundamental en la
representaciéon de las magnitudes fisicas en Mecanica Cuantica. La razén es simple:
las magnitudes fisicas se representaran como transformaciones lineales en el espacio
de los estados fisicos y los posibles valores obtenidos en un experimento seran los
posibles valores que tomaran estas aplicaciones en una base particular.

Otra importante aplicacion de los endomorfismos serd la representacion de las
transformaciones asociadas a los cambios de base de un sistema fisico. Estas trans-
formaciones, tan comunes como rotaciones, traslaciones, cambios de escalar, etc seran
también representadas por este concepto algebraico.

2. Definicion de endomorfismo

2.1. Definicion de aplicacion lineal. Consideremos un espacio vectorial V' so-
bre el cuerpo K. Podemos pensar que esta formado por los estados de un cierto siste-
ma fisico, aunque los conceptos que vamos a presentar son puramente matematicos
y tienen interés per se.

Definicion 2.1. Sean V4, Vb dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Diremos que
una aplicacion T : Vi, — V5 entre los conjuntos es una aplicacion lineal s/ se verifica
que

T(ozlvl aF a2v2) = alT(vl) + OlQT(VQ) Vai,ao €K v, €Vf (37)
Desde un punto de vista menos formal, podemos usar como regla: “la imagen de una
combinacion lineal en Vy es la combinacion lineal de las imagenes en V5"

Desde un punto de vista practico estamos pues considerando aquellas transfor-
maciones que respetan la estructura que esta identificando a nuestro conjunto, que
es la estructura de espacio vectorial.

Un tipo especial de aplicacién lineal va a ser aquella que tiene al mismo espacio
como conjunto inicial y final de la aplicacioén, es decir aquel en el que Vj =V = V5:
Definicion 2.2. Sea V' un espacio vectorial. Llamaremos endomorfismos a /as apli-
caciones lineales T : V. — V/, es decir, aquellas que satisfacen

T(a1v1 + CY2V2) = alT(vl) aF a2T(V2) Vai,a K v, v €V

Ejemplo 2.1. Consideremos el caso de un espacio vectorial complejo de dimension
uno, V.= C. Consideremos la transformacion que multiplica cada nimero por un
nimero complejo fijo k € C, es decir:

Coz—kzeC (38)
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24 2. APLICACIONES LINEALES Y ENDORMORFISMOS

Es evidente que la imagen de una combinacion lineal de niimeros complejos se
transforma en la correspondiente combinacion lineal de imagenes:

Q121 + Qo2 — k(OLlZl + a222) = a1k21 + Otngz,
lo que demuestra que la transformacion es lineal.
2.2. Nucleo de una aplicacién y conjunto imagen. Dentro de una aplicacion
lineal vamos a individualizar dos subconjuntos de enorme importancia:

= el conjunto de vectores de \, que se pueden obtener como imagen de algin
vector de V.
= ¢l conjunto de vectores de V4 cuya imagen es el vector O de V5.

Vi

Definicion 2.3. Sea f : VA — V46 una aplicacion lineal. Denominaremos conjunto
imagen de la aplicacion al conjunto de elementos de V5 para los que existe un elemento
de Vi que tiene una imagen, es decir

Im(f) ={w, € Vb | 3v; € V; tal que f(v;) = va} (39)

Definicion 2.4. Sea f : V4 — Vb6 una aplicacion lineal. Denominaremos niicleo de la
aplicacion al conjunto de elementos de V4 tal que su imagen es el vector 0 € Vb, es
decir:

Ker(f)={wu eV | f(n)) =0 €} (40)
La notacion Ker, que es la mas habitual, tiene su origen en el término inglés kernel.

Ejercicio 2.1. ConsideremosVV = C" y la aplicacion:
f(z) =Xz VzeC" XeC.

Demostrar que es una aplicacion lineal, y determinar, en funcion de X\, el conjunto
imagen y el ntcleo de la aplicacion.

Ejercicio 2.2. ConsideremosV = C" y la aplicacion:

f(z) =2z VzeC" zeC".
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Es decir, la aplicacion es tal que cualquier elemento tiene como imagen un elemento
dado, siempre el mismo. Determinar para qué valores de zy es una aplicacion lineal.
En ese caso, determinar su ntcleo y el conjunto imagen.

Estos dos conjuntos determinan la mayor parte de las propiedades de la aplicacion
f. La linealidad que hemos asumido en ésta, determina por ejemplo:

Lema 2.1. E/ elemento 0 € Ker(f) C V4 para cualquier aplicacion f : Vi — Vb
Demostracion. Se deja como ejercicio. O

Lema 2.2. Ker(f) es un subespacio vectorial de V4, asi como Im(f) lo es de V.
Demostracién. Se deja como egjercicio. O

Es importante darse cuenta de que la dimensién como subespacio de Im(f) no
tiene por qué ser igual a la del espacio \%.

Lema 2.3. La aplicacion f es inyectiva si y solo si Ker(f) = 0. La aplicacion es
suprayectiva si Im (f) = \%.

Demostracion. Se deja como ejercicio. O

2.3. Composicion de endomorfismos. Una propiedad interesante de las apli-
caciones lineales es el hecho de que puede definirse una ley de composicion para ellas.
Asi, podemos pensar que aplicamos una transformacién T, : Vb — V4 a los puntos
obtenidos como imagen de una transformacién T; : Vi — V4. La linealidad de las
aplicaciones permite descomponer de manera sencilla la aplicacién consecutiva de las
mismas:

To(Ti(oavi + a2v2)) = To(a1 Ti(va) + aaT1(v2)) = an To(T1(v1)) + a2 To(T1(v2))
(41)
Con esto hemos probado el siguiente resultado:
Lema 2.4. La aplicacion consecutiva de aplicaciones lineales es una operacion interna

dentro del conjunto de aplicaciones lineales, es decir, la aplicacion composicion es
también lineal.

La ley de composicion tiene sentido para cualquier aplicacién lineal, y por tanto
lo tiene en particular para el caso en que consideramos endomorfismos de un espacio
vectorial en si mismo. Consideremos este caso en lo que sigue. De lo anterior, hemos
aprendido que en el conjunto de aplicaciones lineales End(V') podemos definir una ley
de composicion:

o: End(V) x End(V) — End(V) (TooTy)(v) =Ta(T1(v)) VYveV (42)

Esta ley de composicion tiene claramente un elemento neutro, que es la aplicacion
identidad, es decir, aquella que asocia a cada elemento de V, el mismo elemento:
id(v) =V Yv e V. (43)
Es trivial probar que
foid=idof v € End(V)
Ejercicio 2.3. Probar que para que exista el inverso de una aplicacion f : V — V
respecto a esta operacion es condicion necesaria que

Kerf =0
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3. Matrices asociadas a endormorfismos

3.1. Fijar la base determina la matriz. En esta secciéon vamos a relacionar
el concepto de aplicacion lineal con otro concepto bien conocido en el ambito del
algebra lineal como es el de matriz. Vamos a ver que, debido a la linealidad, podremos
caracterizar completamente una aplicacion lineal (en particular un endomorfismo) por
los valores que la transformacion tome sobre los elementos de una base del espacio
V.

Proposicion 2.1. Sea T : V4 — V% una aplicacion lineal. Si consideramos una base
del espacio vectorial i en la forma {|e})}, la imagen por la aplicacion T de cualquier
elemento de Vy esta completamente determinada por los valores que toma T sobre
los elementos de la base de V.

Demostracién. Sabemos que un elemento cualquiera v € \; tiene una descom-
posicion Gnica como combinacion lineal de los elementos de la base {|e/)}:

V:Zvj|ej1>, (44)

J

donde las componentes {v/} son elementos del cuerpo K. Consideremos ahora que
conocemos los valores de la aplicacion T actuando sobre los elementos de dicha base,
es decir, conocemos los valores de

Tlef) Vi

En ese caso, el valor que la aplicacién lineal T tome sobre el vector genérico v
sera:

T =T(> VIg)]| => vTle)
J J

Asi pues, conociendo el valor que toma T sobre los elementos de la base podemos

obtener el valor que toma sobre un vector genérico: basta con calcular la combinacion

lineal de esos valores usando los coeficientes {v/} de la descomposicién de v respecto

a la base. O

Si ademas de la base considerada sobre V; consideramos una base en el espacio
vectorial V5 {|e?)}, podemos asociar a la aplicacién lineal una matriz que representara
de manera univoca toda la transformacién. Consideremos asi la imagen de un elemento
arbitrario de la base de V;, T|ej1>. Al ser un elemento de V5 debe de poder escribirse
como combinacion lineal de los elementos de su base, dado que todos los elementos
de V45 tienen una determinada expresién en ella. Por consiguiente, podemos escribir el
elemento T|e') como:

Tle)) => TFle?)
k

El conjunto de nimeros {Tj"}, donde j=1,....mm=dmViyk=1....m=
dimV, determinan por consiguiente la aplicacion lineal T de forma completa. Podemos
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decir que entonces la matriz

T2 .. T
TROT? ... TR
TLOTR TR

representa de forma univoca a la aplicacion una vez que las dos bases han sido fijadas.
En el caso en que la aplicacién lineal es un endomorfismo, debemos considerar

unicamente una base, y definiremos asi:

Definicion 2.5. Sea T : V — V un endomorfismo definido sobre un espacio vectorial

V. Si consideramos una base {|€j)}j=1,.. n=dimv Sobre el espacio vectorial, la aplicacion

lineal determina univocamente una matriz:

TEE R
TV T2 . Tr

T=| 2 7 > (45)
TH T2 LT

que representa la expresion coordenada de las imagenes de los elementos de la base
respecto a ella, es decir:

Tle) =Y Tfle). (46)
k=1

Serad denominada matriz asociada al endomorfismo T en la base {|ex)}.

Una vez conocemos la expresion de la matriz en esa base, la expresion de la
aplicacion actuando sobre un vector arbitrario del espacio V' se traduce en la accion
de la matriz sobre las componentes del vector respecto a la misma base, es decir, si

w=T|v),

las componentes de w respecto a la base {|ej)} se obtienen a partir de las de v en la
forma:

741 Tll T12 C Tln %1
Wo Tl T2 U Vo

we | |=| 2 ? 2 (47)
Wy T T2 T \w,

Es muy importante entender que la relacion entre el endomorfismo y la matriz
tiene sentido Gnicamente cuando se ha fijado una base. Si la base fuese diferente, la
matriz también lo seria, porque estamos hablando simplemente de la representacién
de la Ec. (46).

Una excepcioén a esta regla va a estar dada por la aplicaciéon identidad. Ya vimos
en la seccién anterior que esta es la aplicacién lineal que representa el elemento neutro
para la operacion de composicion de endomorfismos comentada. Es inmediato verificar
que:

Lema 2.5. Sea V' un espacio vectorial de dimension n y {|ex)} una base arbitraria
definida sobre él. La representacion matricial de la aplicacion identidad definida como

ld(v) =v Yv eV, (48)
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corresponde a la matriz identidad:

10 0 0
010 ...0

L,=|. . . . (49)
00 0 1

Demostracién. Para cada elemento de la base, se va a verificar:
Id(lex)) =lex)  k=1,....n

En consecuencia, la imagen de cada elemento de la base tiene una sola coordenada
en la descomposicién del elemento imagen en la base dada. O

Ejercicio 2.4. Consideremos una aplicacion lineal

A:C®— C?
V4|
que cumple que, para cada elemento | z» | € C3, se verifica
Z3
21
3z1 — 4z
A Z | = ( .1 2) .
121 — Z3
Z3

Determinar la matriz que representa la aplicacion en la base candnica de cada espacio.
Ejercicio 2.5. Consideremos tres endomorfismos

oy C% = C?, ay:(C2%(C2,aZ:(C2%(C2
definidos por

Z1 2 z1 —iz Z1 z1
Ox = oy =1 . > = .
V) Z1 22 1Z1 2> —2Z2
Determinar las correspondientes matrices en la base candnica de C?.

3.2. Rango y nicleo de una matriz. De forma similar a como estudiamos el
conjunto imagen y el nlcleo de una aplicacion lineal, podemos ahora estudiar cémo
se van a traducir estos conceptos en el lenguaje de matrices, una vez que hayamos
tomado una base sobre el espacio vectorial donde estad definido el endomorfismo.

Es sencillo darse cuenta de que el conjunto elementos del nicleo de la aplicacion
lineal corresponden, en el lenguaje de las matrices, al conjunto de puntos v € V' que
satisfacen:

L T2 ... TT Vi 0
TS T? ... T4 Vo 0

L1201\, 0
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Por consiguiente, la determinaciéon de las coordenadas de los vectores que forman el
nicleo es equivalente a la resolucién del sistema de ecuaciones lineales:

Tivi+Tivo+ ...+ T, =0

Tvi+T2v+...+Tiv, =0
Ker(f)={ veV| v:ka|ek)| 2 ? 2 (50)
k .
Tivn+T2v+... +T/v,=0

De una manera similar podemos pensar en la caracterizacién del conjunto imagen.
Hemos visto ya que la dimensién del conjunto imagen no tiene por qué ser la misma
que la del espacio ambiente. Es decir, si consideramos un endomorfismo f : V — V, la
dimension de Im(f) no tiene por qué ser igual a la dimensién de V/, sino que puede ser
mas pequeia. Debido a la linealidad de la aplicacion, podemos escribir que la imagen
de un vector |v) =} _; vj|e;) € V' se obtiene como una combinacién de los elementos:

flv) = vifle) € Im(f).

Por tanto:
Lema 2.6. Los vectores {f|e;)} forman un sistema generador de Im (f).

Pero estos vectores son, precisamente, los que expresados en la base original
aparecen en las columnas de la matriz. Para verificarlo, basta verificar que si tomamos
las coordenadas de los elementos de la base (es decir, una entrada igual a uno, y
todas las demas iguales a cero), la expresién que obtenemos es precisamente la que
corresponde a las entradas de la columna correspondiente en la matriz.

Desde otro punto de vista, podemos pensar que aquellos endomorfismos para los
que tengamos un nacleo no nulo (esto es, corresponda a un subespacio vectorial de
dimensién mayor o igual que uno, al contener el vector 0 € V y algiin otro elemen-
to), tendran asociado un conjunto imagen de dimensién menor que la dimensién de
V. Y recordemos que todo ello puede leerse a partir de las soluciones del sistema
de ecuaciones (50). Efectivamente, si esto ocurre, dada la matriz que representa al
endomorfismo en la base escogida, existe al menos una combinacion lineal entre los
n vectores que forman las filas de la matriz que den como resultado el vector nulo.
Pero esto quiere decir que esos vectores no serian linealmente independientes, puesto
que una combinacién con coeficientes no nulos seria igual al vector cero. Con esto
concluimos inmediatamente que:

Lema 2.7. La dimension de Im (f) coincide con el nimero de vectores fila de la matriz
asociada que sean linealmente independientes.

En consecuencia, debe existir el mismo numero de vectores fila y de vectores
columna que sean linealmente independientes.
Pero es evidente también que

Lema 2.8. Sea f : V — V un endomorfismo. Entonces,

dimIm () + dim Ker (f) = dim V (51)
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Definicién 2.6. L/amaremos rango de una matriz T y denotaremos por Rank T al
namero de vectores fila o al niimero de vectores columna que son linealmente inde-
pendientes. Analogamente, llamaremos nuacleo de una matriz al subespacio generado
por las soluciones de la ecuacion (50). Ambos conceptos estan relacionados por la
expresion

Rank T +dimKer T =dimV,

que re-escribe la ecuacion (51).

Ejercicio 2.6. Sea el endomorfismo definido sobre C3 en la forma:
Aler) = 5ler) + 6|ea) — iles)
Alea) = 5ler) + 6]e3)
Ales) =0

Determinar la matriz del endomorfismo en esa base. Determinar también su niicleo y
su rango.

3.3. Cambio de base y conjugacién. Hemos visto hasta ahora que la eleccion
de una base establece una relacion univoca entre un endomorfismo y una matriz
cuadrada. Sin embargo, dado que en Fisica no hay una base privilegiada respecto a
otras, es natural preguntarse, iqué ocurre cuando cambiamos de base? jHay alguna
relaciéon entre la matriz que estd asociada al endomorfismo en una de ellas y la que
esta asociada en la otra?

La respuesta es afirmativa y es sencilla de obtener empleando la linealidad del
endomorfismo. Consideremos entonces un endomorfismo f sobre un espacio vectorial
V,y dos bases {|vj)}j=1...n ¥ {|Wa)}a=1....n. Consideremos también la expresién de
cada uno de los elementos de una base respecto a la otra, es decir:

o) =D Calvi)
k

o)
Vi) =Y S7|wg).
B
La informacion de estas transformaciones queda pues codificada en dos matrices:
ci ¢ ... St sz ... sy
C= C_Ql Cg o C2 S= S_% S% o 5.5 (52)
ct cz2 ... cn st sz .. sh
Evidentemente, ambas verifican que
CS=5C=1I,.

Veamos ahora si podemos relacionar, usando estas matrices, las expresiones ma-
triciales del endomorfismo f en una u otra base. Si consideramos que:

Flv) =Y TFvi)
k

flwa) = > US|wp)
6]
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Podemos usar la expresion de una base respecto a la otra y escribir:

Flv) =D TFvi) =D > TFS]|wg) (53)
k 6]

k

Si consideramos ahora la imagen de un vector arbitrario |v) € V |, que en cada
una de las bases tiene asociadas componentes {x'} y {x*}:

i o o .
) =D X)) =D X |wa) = Y x*Chlv);
J a o,k
por lo que sabemos que las coordenadas en una y otra base estan relacionadas como

x = Z Clx® (54)
a

Y con estas relaciones obtenemos:

flv) = { 2w T 190
Zaﬁx Ua|Wﬁ>

Pero si usamos la Ecuacién (53) podemos escribir:

Floy = d S X T = T X TS me)
Zaﬁ XaUg|Wﬁ>
Usando la ecuacién (54):

Flv) = {EJ,kaTJkW"> =2k Xjnksf‘wﬁ =D ikap XaCéEkSE|WB>
> X TE | wp)

Con ello concluimos que, dado que la expresién de un vector (siempre es el mismo,
flv)) en una misma base debe ser Gnica:

Ub=> CLT/S; (56)
Jk

Definiciéon 2.7. Diremos que dos matrices A y B estan conjugadas si existe una
matriz Z, invertible, que verifica que:

B=ZAZ! (57)
Pero entonces, lo que hemos concluido del anélisis anterior es

Teorema 2.1. Sea f : V. — V un endomorfismo. Las expresiones que representan
la aplicacion lineal respecto a dos bases arbitrarias de \/ estan conjugadas entre si,
siendo la matriz invertible que las relaciona la matriz del cambio de base de una a la
otra.

Es importante notar que, a pesar de que la anterior es la forma mas frecuente
de enfocar este problema, podemos pensar también en un esquema mas general en el
que separamos la base de partida y de llegada. Basta con admitir que, incluso para el
caso de un endomorfismo donde el espacio de salida y llegada es idéntico, se puede
pensar en usar dos bases diferentes. Si pensamos entonces en una situacion de este
tipo, donde consideramos las bases {|vk)} v {|wa)} como base de salida y llegada,
podemos recuperar la expresién de la Ecuacion (55) y darnos cuenta de que podemos
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también relacionar los desarrollos en la base {|wy)} y afirmar que podemos asociar
con la aplicacion f la matriz:

f— SPTK

que transforma las coordenadas x/ (respecto a la base {|v;)}) en las coordenadas x®
(respecto a la base {|wg)}). Usaremos este tipo de descomposiciones en el capitulo
siguiente al considerar descomposiciones particularmente simples de una matriz dada.

4. El espacio vectorial de los endomorfismos de un espacio vectorial

4.1. Estructura de espacio vectorial. Es una propiedad conocida, y de facil
demostracion, que el conjunto de matrices sobre un cuerpo K define un espacio vec-
torial sobre el mismo, de dimensién n? (siendo n la dimensién de las matrices) -o nm
si las matrices no son cuadradas, sino que tienen tamafo n x m-. En lo que sigue
pensaremos solamente en endomorfismos y por consiguiente en matrices cuadradas,
aunque casi todos los resultados son extensibles al caso general.

Vamos a considerar pues en lo que sigue el conjunto de matrices cuadradas de
dimensiéon n con entradas pertenecientes a un cuerpo K. Podemos pensar en estos
elementos como un “vector de vectores”, que es la forma en que se manejan las
matrices en los lenguajes de programacién; o bien como un solo vector, que tiene
como longitud n?:

di1 di2 ... din . ]
primera fila 29fila n—esima fila
dp1 d22 ... dop
'_>{311,--~,aln.a21v~~~va2n,---,anlyn.,ann}
dpnl dp2 ... dpn

Si no consideramos ninguna restriccion sobre las matrices (como que sean si-
métricas, o invertibles, etc) , nuestro conjunto es pues isomorfo al conjunto K™,
Denotaremos este conjunto como M, (K)

Una vez determinado el conjunto, podemos pasar a considerar si podemos exten-
der al conjunto de matrices la operacién suma de vectores que sabemos que existe
sobre K™ . Efectivamente, es sencillo ver que dadas dos matrices, la operacién que
traduce al lenguaje de matrices la operacion suma de K" es:

ain a2 ... amn bii b2 ... by ain+bun an+bi2 ... awn+ b

a1 A2 ... aon b b ... bon an+ b am+bo ... ax+ bog
+ . = . . .

danl an2 cee dnn bnl bn2 e bnn dn1 + bnl am + bn2 ce ann + bnn

Y esta es precisamente la definicion de la suma de matrices. Evidentemente, el
elemento neutro para una suma asi definida corresponde a la matriz con todos los
elementos nulos:

ol
I
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Analogamente, el producto por un elemento del cuerpo K, si tratamos las matrices
como vectores, seria:

dil d12 ... din Aair Aaix ... Aai

a1 a» ... a A1 Aax ... Aaog,
Al . . =

anl ap2 ... anmn Aanli Aap ... Aapn

. 2 .
Con estas dos relaciones, y usando el hecho de que sobre K" sabemos que definen
una operacién de espacio vectorial, probamos que:

Lema 2.9. E/ conjunto de matrices M,(K) tiene una estructura de espacio vectorial
sobre el cuerpo K.

Desde el punto de vista anterior es sencillo entender que la base canénica de este
espacio de matrices sea Ej;, definida por la matriz:

J
1
0 00 ...0
: (58)
Ej=1] 0 10 0 |«
0O ... 00 ... 0

. . L. 2
Estas matrices traducen directamente los elementos de la base candnica de K" a la
forma de matrices.

Ejercicio 2.7. Probar que el conjunto {Ej;} coni,j =1,...,n forman una base de
M, (K).

Aunque no de forma directa se puede probar también usando el hecho de que son
estructuras isomorfas que:

Corolario 2.1. E/ conjunto de endomorfismos de un espacio vectorial V' tiene también
estructura de espacio vectorial. Lo denotaremos como End(V).

La justificacién rigurosa no la presentaremos pero si emplearemos en lo que sigue
el resultado.

4.2. Producto de matrices: estructura de algebra. Aunque no forme parte de
la estructura de espacio vectorial, aprovecharemos aqui para implementar sobre este
conjunto la ley de composiciéon de endomorfismos que vimos en la seccién anterior.
Si consideramos la composicién de dos endomorfismos f; : V -V y HL :V =V,
definimos el objeto HLof; : V — V. ;Qué expresion adopta la matriz correspondiente?
i Podemos escribir esa matriz en funcién de las matrices de f1 y /7

Supongamos entonces que 71 y T, son las matrices correspondientes a los endo-
morfismos f; y f, respecto a una cierta base de V, {|ey}. Sabemos que para determinar
la expresion de la matriz asociada al endomorfismo 1, o f; debemos escribir la imagen
de un elemento arbitrario de la base en funcién de esta misma. Por tanto buscamos
una matriz P que cumpla que:
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fofi(lg) =Y Ple).

/

Consideramos la accién de cada una de las aplicaciones de forma consecutiva y
la linealidad que asumimos que poseen:

k

fofi(lg)) =2 <Z(T1)f|ek>> :

Pero como f> es lineal, podemos escribir:

fof(le)) = (Z(Tl)ffz(lem) => > (T)A(T2)ile).
k k /

Descubrimos entonces:

Lema 2.10. La matriz asociada al endomorfismo compuesto f> o f; en una base dada
{lej)} es el producto de las matrices asociadas a f; y f, en esa misma base, es decir

Pl =3 (TOAT2)} (59)

k

Las propiedades de esta estructura de producto matricial (o equivalentemente de
composicion de endomorfismos) son bien conocidas:

Lema 2.11. Sea M,(K) el espacio vectorial de matrices y consideremos el producto
de matrices (59). Entonces,

» ¢/ producto es asociativo, es decir, para cualesquiera tres matrices Ay, As, Az €
M, (K) se cumple que:

(A1.A2). Az = Ar.(A2.As);

» tiene un elemento neutro, que es la matriz identidad, esto es, para cualquier
A € M,(K) se cumple que

AL, =T, A= A:

= e/ producto no es conmutativo, es decir, en general para dos matrices arbi-
trarias A1, Ay € M,(K)

A1 As # A Aq

El conjunto de matrices Mk(K) dotado de la operacion suma de matrices ya vista y
la operacion producto se convierte asi en un anillo asociativo con elemento neutro
aunque no conmutativo.

Si consideramos el conjunto y las tres operaciones, es decir, la operacion producto
definida sobre la estructura de espacio vectorial obtenemos una estructura de algebra
asociativa y con elemento neutro.
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4.3. La no existencia del inverso del producto. Una de las propiedades que
mas diferencia el producto de matrices del producto numérico usual es la conmutativi-
dad, a la que ya nos hemos referido. Pero uno no menos importante es la no existencia
de inverso para todas las matrices.

En efecto sabemos que en cualquier cuerpo todo elemento tiene asociado un
inverso para la operacién producto que pertenece al conjunto. Esto, sin embargo, no
es cierto en el caso de una matriz. Por ejemplo, la matriz 3 x 3 definida como

1 0O
A=1(0 1 0]},
0 00
no tiene inverso. Es decir, no existe ninguna matriz B de dimension tres que verifique

AB =1,

Si pensamos en el endomorfismo como una aplicacién que transforma un espacio
vectorial V por la transformacién lineal:

Vovisw=AveyV, (60)

es sencillo entender que esta transformacién tendra un inverso solo en aquellos casos
en los que el rango de la matriz sea igual a la dimensién del espacio, o equivalente-
mente, en aquellos casos en los que el nicleo del endomorfismo se reduzca al vector
0:

Teorema 2.2. Un endomorfismo f : VV — V es invertible si y solo si Ker f = 0

Demostracién. Sabemos por el Lema 2.8 que la condicién de que el nlcleo se
anule es equivalente a que el rango de la aplicacion f sea igual a la dimension del
espacio. Pero si el nlcleo se anula también sabemos que la aplicacion es inyectiva: a
elementos distintos les corresponden imagenes diferentes. Al cubrir todos las posibles
imagenes, sabemos que el endomorfismo define una biyeccion a través de (60). Por
tanto, la aplicacién es invertible. [l

5. Endomorfismos en espacios suma directa y producto tensorial

Vamos ahora a poner en relacion el concepto de endomorfismo con el concepto de
suma directa y de producto tensorial de espacios vectoriales que vimos en el capitulo
anterior. Evidentemente, una vez definido el espacio compuesto, sea el suma directa o
el espacio producto cartesiano, podemos definir aplicaciones lineales sobre él. Pero el
interés de la construccién radica en la caracterizacién de aplicaciones lineales y matri-
ces del espacio compuesto en funcién de las aplicaciones lineales y matrices de cada
uno de los espacios factores.

Consideremos pues dos espacios vectoriales, Vi, V5 y dos endomorfismos

i:vi—=WV fh:Vo = Vo
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Si consideramos bases en cada uno de los espacios, {|eJ-1>} en\Vyy {|ej2>} en Vs,
podemos definir las matrices asociadas:

T2 T uio vz up
T T2 ... Th vrouzo U
f1 N T _ .2 2 2 f2 - U _ .2 2 2
TL T2 .. TH Ut Uz up

Sabemos ahora que podemos definir bases del espacio suma directa o del producto
tensorial componiendo las bases mencionadas:

= para el espacio suma directa, consideraremos la base de elementos de la forma

Be = {le}) x {0}, {0} x [9)}| j=1,....m; k=1,...m} (61)
= para el espacio producto tensorial, consideraremos la base:
Be={le)®le)} Jj=1....m; k=1_...m} (62)

iPodemos ahora componer los dos endomorfismos definidos sobre los factores y
definir un endomorfismo sobre el espacio suma directa o sobre el espacio producto
tensorial?

Vamos a analizar separadamente cada caso:

5.1. Suma directa \; & V5. Consideremos la aplicacion definida sobre la suma
directa en la forma:

Fo:VieoV s Ve
Fi(vi ®w) = f(vi) @02+ 01 ® h(v) = fi(vi) ® H(wv) (63)
Lema 2.12. La aplicacién (63) es lineal sobre \, @ V5.

Demostracién. Para probar la propiedad tenemos que demostrar que dados dos
elementos cualesquiera v,, v € V4 & W, y dos escalares a,, ap € K, se cumple que

F+(aaVa + o‘be) = aaF+(Va) + abF-'r(Vb) (64)

Sabemos por el teorema 1.2 que dado un elemento v, € V| & V5, existen una
pareja de elementos wl € Vi y w? € V, tales que

Vo= widwl.
Analogamente, existe otra pareja de elementos que descompone v;, es decir,

vp = Wi © Wi
La aplicacion se puede escribir entonces, por las propiedades de la suma directa, como
Filaavatapvy) = Fi(aawiow?+apwiew?) = Fi((aawi+apwi)S(aaw?+apw?))
Si re-escribimos la ecuacion (63) empleando esta descomposicién, tendremos:

Fi(aavs + apve) = (Aaaw; + apw;)) @ (f(aaw] + apwp))

Ahora, por la linealidad de f; y f, sabemos que

filaaw; +apw;) = cafi(wy)+anfi(wy):  fa(caws +aswy) = aafa(ws)+aph(w;)
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Con lo cual concluimos:
Fi(aava + apvp) =(aafi(wy) + asfi(wy)) @ (aafa(ws) + asnfr(wp))
ax(A(wy) ® H(W3)) + an(h(wy) ® H(W;))
aaFi(va) + apFi (i)
O

i Qué forma toma la matriz de esta aplicacion lineal en la base B4 7 Para calcularlo
basta con tomar los elementos de la base y aplicar la expresion de F.:

Filel) x {0} = (fle)) x {0} F{0} x |ef)} = {0} x (f[€f))
De aqui deducimos que la matriz completa toma la forma:

(0 0)

donde
Tll Tl2 o T Ul1 U12 o UP
_ T21 T22 T U U;t U22 o UR?
Ty T2 ... Tn Uz ue

5.2. Producto tensorial V; ®V5. El caso del producto tensorial va a ser un poco
mas complicado. Consideremos el espacio vectorial obtenido como producto tensorial
de dos factores

V=Vaw.
Consideremos dos aplicaciones f; : V4 = V4 y > : Vb — V5. Definamos sobre V, la
aplicacién
Fe:V—=V Fu(vi @ vo) = f1(v1) ® (W), (65)

Notemos que esta aplicacién no esta definida sobre todos los elementos del es-
pacio V4 ® Vb, sino solamente sobre aquellos que habiamos definido como separables
en el capitulo anterior. Podemos sin embargo considerar una aplicacién mas general,
definida sobre todos los elementos del espacio, extendiendo por linealidad la aplicacion
Fy. Consideremos entonces:

Definicion 2.8. Consideremos el producto tensorial de dos espacios Vi ® Vb y un
endomofismo en cada uno de los factores, f; : Vi — Vi y > : Vb — V6. Denominaremos
producto tensorial de f; y > y denotaremos como f; ® f> a la aplicacion lineal que
sobre estados separables es igual a (65).

La aplicacién esta bien definida porque sabemos por el Lema 1.1 que el producto
tensorial de bases de los factores define una base para el espacio producto. Esto
implica que es posible generar cualquier elemento de V; x V, como combinacién lineal
de elementos separables. Por consiguiente, fijar el valor sobre estos y exigir que la
aplicacion sea lineal es suficiente para definir correctamente la misma.

Una vez definida la aplicacion es sencillo proceder a determinar la expresién de la
misma en una base, es decir, la representacién matricial correspondiente.

Consideremos pues dos espacios vectoriales, V4, V5 y dos endomorfismos

i:vi—=WV fh:Vo = Vo
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Si consideramos bases en cada uno de los espacios, {|eJ-1>} en\Vyy {|ej2>} en Vs,
podemos definir las matrices asociadas:

TE T2 . Th Ul ooue
TRoT2 . Th Uboouz o Uk
f1_>7_: .2 2 2 fQ—>U: 2 2 2
TL T2 . Tm UL UL U

Consideremos entonces la imagen por la aplicacién (65) del elemento genérico de
la base del espacio producto tensorial:

Fx(leholer) = Alle)oh(er)) = Y _(Tjlehed (UFlen) = D (TU)Flel)@ler,)
/ m

/,m
(66)
Recuperamos entonces, a partir de la expresion general, la expresion de la repre-
sentacion matricial asociada a esta aplicacién lineal.
Definicion 2.9. Denominaremos producto tensorial de las matrices T y U a /a
matriz, de dimensiones dim T dim U obtenida a partir de las anteriores como

(MR (67)
Esta matriz es la representacion matricial de la aplicacion lineal definida sobre el

espacio vectorial Vi ® Vb por la aplicacion ify, escrita en la base {|ej1) ® e?)}, donde
{le})} es una base de Vi y {|€})} lo es de V5.

Ejercicio 2.8. Consideremos de nuevo las matrices de Pauli introducidas en el Ejercicio

2.5,
() ) ()

El producto tensorial

o*(01> <01> 000 1
10 10 0010
"1®01:101 o \|] "o 10 0
*(10) (10) 100 0

y
o*(Q"') () 0 0 0 —i
01ROy = /O. 0 :OO‘/O
R I R
i 0 i 0 0 0

Determinar el resto de productos o; ® oy para j,k =1, ..., 3.



